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具有不同借贷利率的幂型欧式期权定价的鞅方法
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摘　要 :在借贷利率不同条件下 ,利用鞅分析方法推导了期权到期时刻支付函数为幂型的欧式

期权定价公式 ,是对借贷利率相同与支付函数为线性条件下结果的推广.这里假定无风险利率 ,股

票预期收益率 ,股票波动率以及股票红利率都是时间的确定性函数.
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0　引　言

早在 70年代 , F. B lack和 M. Scholes就得到了

欧式期权定价的解析表达式 ,从此以后 , 关于期权

定价理论和实证研究得到迅速发展 , 很多文献讨论

的是期权到期时刻标准的欧式期权的支付函数为股

价的线性函数 ,但在金融工程实务和理论中存在这

样形式的支付函数 : [ h ( s ( T) ) - K ]
+

, 这里 h (·)

是单增函数 , T是期权到期时刻 , K > 0是期权执行

价格. 文 [ 1 ]在支付函数形如 h ( x) = x
α

(α> 0)的情

况下得到了相应的欧式期权定价公式 , 文 [ 2 ]讨论

了在借贷利率不同时支付函数为 s ( T)时欧式期权

定价 , 本文在借贷利率不同情况下 , 运用鞅分析方

法 [ 6 - 8 ]推导出幂型欧式期权的定价公式 , 进一步推

广了文 [ 1 ]与文 [ 2 ]的结论 , 也是对 B lack2Scholes[ 4 ]

欧式期权的定价公式的推广.

1　金融市场模型

假定金融市场 M中有两种证券 :一种是无风险

资产 ,称为债券 (或银行帐户 ) , 另一种是风险资产

称为股票. 设 (Ω, F, Pt )是一个具有σ -流概率空

间 , Ft由标准 B rown运动 W ( t)产生的自然σ -流 ,

股票价格满足方程

dS ( t) = S ( t) { ( u ( t) - q ( t) ) d t +σ ( t) dW ( t) }



其中 : u ( t)为股票的瞬时期望收益率 ;σ ( t)为股票

的瞬时波动率 ; q ( t)为股票支付连续红利率.债券价

格满足

dB ( t) =B ( t) r( t) d t, B (0) = 1

银行贷款满足

dβ( t) =β( t) R ( t) d t, β(0) = 1

投资者在 t时刻财富过程π ( t)满足

π ( t) = a ( t) S ( t) + b
+ ( t) B ( t) - b

- ( t)β( t) ;

假定π ( t)是循序可测 ,并且 E∫
T

0
π2 ( t) d t < ∞, 其

中 a ( t)为投资者 t时刻持有股票数目 , b
+ ( t)与

b
- ( t)分别为持有债券和从银行贷款的数目 , b ( t) =

b
+ ( t) - b

- ( t) .当 a ( t)为负值时 , 表示卖空股票 ,

当 b ( t)为正值时 , π ( t) - S ( t) a ( t)表示投资者 t时

刻投资在债券上的财富数量 ,当 b ( t)为负值时 ,

a ( t) S ( t) -π ( t)表示投资者以利率 R ( t) (R ( t) >

r( t) )从银行贷款的数量. 本文假设在期权有效期

内 ,市场没有任何交易费用和税收 ,无套利机会 , 交

易能够连续进行 ,允许卖空且标的资产的数量是可

分的 , 所有投资为自融资策略 [ 3 ]
, 自融资策略即在

整个进行交易的时段内 ,投资人在决定投资策略后 ,

没有加入新资金 ,也没有资金被抽走.

2　主要结果及证明

引理 (Camerron2Martin2Girsannov定理 ) [ 5 ]设 W t

是一个 P -布朗运动 ,γt是一个 F -可料过程 ,如果

EP exp 1
2∫

T

0
γ2

t d t <∞,则必存在一个测度 Q满足

1) Q是 P等价的测度 ;

2)
dQ
dP F t

= exp - ∫
T

0
γt dW t -

1
2∫

T

0
γ2

t d t ;

3 ) W
Q ( t) = W ( t) +∫

T

0
γs ds是一个 Q -布朗运

动 , W
Q ( t) ～N (0, t) ;

其中 : EP (·)表示 P测度下的期望 ; EQ (·)表示与

P等价的测度 Q下的期望.

在上述模型中 , 由于存款与贷款利率不同 , 所

以在同一时刻不可能既存款又贷款.

当 b ( t)为正值时 ,π ( t) = a ( t) S ( t) + b
+ ( t) B ( t) ,

由于投资策略 { a ( t) , b
+ ( t) }是自融资策略 ,因此财

富过程满足

dπ ( t) = a ( t) dS ( t) + b
+ ( t) dB ( t) + a ( t) S ( t) q ( t) d t =

{ r( t)π ( t) + a ( t) S ( t) ( u ( t) - r( t) ) } d t +

a ( t) S ( t)σ ( t) dW ( t)

令η ( t) =
u ( t) - r( t)
σ( t)

,若 EP exp∫
T

0

u ( t) - r( t)
σ( t)

2

dt <

∞,由引理知道存在唯一等价鞅测度 Q1满足
dQ1

dP
=

exp -
1
2∫

T

t
η2 (s) ds - ∫

T

t
η(s) dW (s) ,W

Q1 ( t) =W ( t) +

∫
t

0
η( s) ds, W

Q 1 ( t)是关于 Q1的标准布朗运动 ,则

dπ( t) = r( t)π( t) + a ( t) S ( t)σ( t) {η( t) dt + dW ( t) } =

r( t)π ( t) + a ( t) S ( t)σ ( t) dWQ 1 ( t) .

于是在金融市场 M中 ,当财富过程π ( t)为幂型欧

式看跌期权的定价 p ( t)时有

p ( t) = EQ 1 exp{ - ∫
T

t
r( s) ds} ( K - S

α
T ) +

| Ft =

B
- 1 ( T) EQ 1

[ ( K - S
α
T ) +

| Ft ] (1)

由于看涨期权预期将来的股价会下跌 , 对于理性投

资者来说不应全部持有股票 , 而应部分持有债券 ,

所以 b ( t) > 0,因此在借贷利率不同情况下 , 幂型欧

式看跌期权的定价为式 (1) .

当 b( t)为负值时 ,π ( t) = a ( t) S ( t) -β( t) b
- ( t) ,

由于投资策略 { a ( t) , b
- ( t) }是自融资策略 ,因此财

富过程满足

dπ( t) = a ( t) dS ( t) - b
- ( t) dβ( t) + a ( t) S ( t) q ( t) dt =

{ R ( t)π ( t) + a ( t) S ( t) ( u ( t) - R ( t) ) } d t +

a ( t) S ( t)σ ( t) dW ( t) .

令ξt =
u ( t) - R ( t)
σ( t)

,若 EP exp∫
T

0

u ( t) - R ( t)
σ( t)

2

dt <

∞ ,由引理知道存在唯一等价鞅测度 Q2满足
dQ2

dP
=

exp -
1
2∫

T

t
ξ2 (s) ds - ∫

T

t
ξ(s) dW (s) ,W

Q2 ( t) =W ( t) +

∫
t

0
ξ( s) ds, W

Q 2 ( t)是关于 Q2的标准布朗运动 ,则

dπ( t) =R ( t)π( t) + a ( t) S ( t)σ( t) {ξ( t) dt + dW ( t) } =

R ( t)π ( t) + a ( t) S ( t)σ ( t) dW
Q 2 ( t)

于是在金融市场 M中 ,当财富过程π ( t)为幂型欧

式看涨期权的定价 c ( t)时有

c ( t) = EQ 2
exp - ∫

T

t
R ( s) ds (S

α
T - K) +

| Ft =

β- 1 ( T) EQ 2
[ (S
α
T - K) +

| Ft ] (2)

由于看涨期权预期将来的股价会上涨 , 对于理性投

资者来说应全部持有股票 , 而不应持有债券 , 所以

b ( t) < 0,因此在借贷利率不同情况下 ,幂型欧式看

涨期权的定价为式 (2) .

定理 1　具有不同借贷利率的幂型欧式看跌期
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权的定价为

　　 p ( t) = Kexp - ∫
T

t
r( s) ds N ( - d

3
2 ) - S

α
t exp ∫

T

t
(α - 1) r( s) -αq ( s) +

α2
-α
2
σ2 ( s) ds N ( - d

3
1 )

其中 , d
3
1 =

ln
s
α
t

K
+∫

T

t
α( r(s) - q (s) ) + α2

-
α
2
σ2 (s) ds

∫
T

t
α2σ2 (s) ds

, d
3
2 =

ln
s
α
t

K
+∫

T

t
α r(s) - q (s) -

1
2
σ2 (s) ds

∫
T

t
α2σ2 (s) ds

.

证明 　由 dS ( t) = S ( t) { ( u ( t) - q ( t) ) d t +σ ( t) dW ( t) }得

ST = St exp ∫
T

t
u (s) - q(s) -

1
2
σ2 (s) ds +∫

T

t

σ(s) dW (s) = St exp ∫
T

t
r(s) - q(s) -

1
2
σ2 (s) ds +∫

T

t

σ(s) dW
Q1 (s) ,

令 A0 = S
α
T < K = ln

S
α
T

S
α
t

< ln
K

S
α
t

,则

p ( t) = B
- 1 ( T) EQ 1

[ ( K - S
α
T ) +

IA 0
| Ft ] = KEQ 1

[ IA 0
| Ft ]B

- 1 ( T) -

B
- 1 ( T) EQ 1

S
α
t exp α ∫

T

t
r( s) - q ( s) -

σ2 ( s)

2
ds +∫

T

t

σ ( s) dW
Q 1 ( s) IA 0

| Ft

因为

　　S
α
T = S
α
t exp α ∫

T

t
r( s) - q ( s) -

1
2
σ2 ( s) ds +∫

T

t
σ ( s) dW

Q 1 ( s) =

S
α
t exp ∫

T

t
αr(s) -αq(s) -

1
2
ασ2 (s) +

1
2
α2σ2 (s) ds exp -

1
2∫

T

0
α2σ2 (s) ds +∫

T

t

ασ(s) dW
Q1 (s) =

S
α
t exp ∫

T

t
αr( s) -αq ( s) -

1
2
ασ2 ( s) +

1
2
α2σ2 ( s) ds μT

μT = exp -
1
2∫

T

0
α2σ2 ( s) ds +∫

T

t
ασ ( s) dWQ 1 ( s)

令 dW
Q 1 ( s) = dW

Q 3 ( s) +ασ ( s) ds,若 EP exp 1
2∫

T

0
α2σ2 ( s) ds μT < ∞,由引理可知

W
Q 3 ( t)为 Q3测度下的标准布朗运动 ,其中风险中性概率测度 Q3与风险中性概率测度 Q1是等价鞅测

度 ,在 Q1下相对于自然布朗运动信息集合μT是鞅过程
[ 8 ]

,且在 Q1下μT IA 0
的期望值可以转化为 Q3下 IA 0

的

期望值.所以

p ( t) = B
- 1 ( T) KQ1 (A0 ) - S

α
t exp ∫

T

t
α( r( s) - q ( s) ) +

(α2
-α)σ2 ( s)

2
ds ×

EQ 1
exp ∫

T

t
-
α2

2
σ2 ( s) ds +∫

T

t
ασ ( s) dWQ 1 ( s) ds IA 0

=

B
- 1 ( T) KQ1 (A0 ) - S

α
t exp ∫

T

t
α( r( s) - q ( s) ) +

(α2
-α)σ2 ( s)

2
ds EQ 3

[ IA 0
] =

B
- 1 ( T) KQ1 (A0 ) - S

α
t exp ∫

T

t
α( r( s) - q ( s) ) +

(α2
-α)σ2 ( s)

2
ds Q3 (A0 ) =

B
- 1 ( T) KQ1

∫
T

t
ασ ( s) dW

Q 1 ( s)

∫
T

t
α2σ2 ( s) ds

<

ln
K

s
α
t

- ∫
T

t

α r( s) - q ( s) -
1
2
σ2 ( s) ds

∫
T

t
α2σ2 ( s) ds

- B
- 1 ( T) S

α
t ×

exp ∫
T

t
α[ r( s) - q ( s) ] +

(α2
-α)σ2 ( s)

2
ds ×

Q3
∫
T

t
ασ ( s) dW

Q 3 ( s)

∫
T

t
α2σ2 ( s) ds

<

ln
K

s
α
t

- ∫
T

t
α[ r( s) - q ( s) ] + α2

-
α
2
σ2 ( s) ds

∫
T

t
α2σ2 ( s) ds

59第 5期 张淑娟 ,等 :具有不同借贷利率的幂型欧式期权定价的鞅方法



- . . . .

由于

∫
T

t
ασ ( s) dWQ 1 ( s)

∫
T

t
α2σ2 ( s) ds

～N (0, 1) , 　
∫

T

t
ασ ( s) dWQ 3 ( s)

∫
T

t
α2σ2 ( s) ds

～N (0, 1) ,

所以

p ( t) = B
- 1 ( T) KN ( - d

3
2 ) - S

α
t exp ∫

T

t
α( r( s) - q ( s) ) +

(α2
-α)σ2 ( s)

2
ds N ( - d

3
1 ) =

Kexp - ∫
T

t
r( s) ds N ( - d

3
2 ) - S

α
t exp ∫

T

t

(α - 1) r( s) -αq ( s) +
α2

-α
2
σ2 ( s) ds N ( - d

3
1 )

d
3
1 =

ln
s
α
t

K
+∫

T

t
α( r( s) - q ( s) ) + α2

-
α
2
σ2 ( s) ds

∫
T

t
α2σ2 ( s) ds

d
3
2 =

ln
s
α
t

K
+∫

T

t
α r( s) - q ( s) -

1
2
σ2 ( s) ds

∫
T

t
α2σ2 ( s) ds

定理 2　具有不同借贷利率的幂型欧式看涨期权的定价为

c ( t) = S
α
t exp ∫

T

t
(α - 1) R ( s) -αq ( s) +

α2
-α

2
σ2 ( s) ds N ( d1 ) - Kexp - ∫

T

t
R ( s) ds N ( d2 )

d1 =

ln
s
α
t

K
+∫

T

t
α(R ( s) - q ( s) ) + α2

-
α
2
σ2 ( s) ds

∫
T

t
α2σ2 ( s) ds

,

d2 =

ln
s
α
t

K
+∫

T

t
α R ( s) - q ( s) -

1
2
σ2 ( s) ds

∫
T

t
α2σ2 ( s) ds

　　证明与定理 1相仿 , 不再赘述.

推论 1　当 r( t) = R ( t)时 , c ( t)与 p ( t)为文

[ 1 ]中结论.可见本文是文 [ 1 ]的推广.

推论 2　当α = 1时 , c ( t)与 p ( t)为文 [ 2 ]中

定理 1结论. 可见本文是文 [ 2 ]的推广.

推论 3　当α = 1, u ( t) = u, r( t) = R ( t) = r,

q ( t) = 0,σ ( t) =σ时 , u, r,σ为常数 , c ( t)与 p ( t)

为原始的 B lack2Scho les公式. 由此可见本文是

B lack2Scho les公式的又一推广.

由定理 1与定理 2可知 , 不同借贷利率的幂型

欧式看跌期权的定价与无风险利率有关 , 而与贷款

利率无关 , 不同借贷利率的幂型欧式看涨期权的定

价与贷款利率有关 , 而与无风险利率无关.
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